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Flggvények

A Fold kozéppontja felé szabadon es6 test sebessége novekszik, azaz, a
szabadon es0 test sebessége az id6 fiiggvénye. Konstans homérsékleten
tartott gaz nyomasa térfogatanak fliggvénye. Az egyszerii inga periddusa
a hosszanak fliggvénye. llyen, és ehhez hasonlé tipust " fliggések”
megfigyelése a fizikdban és a mérnoki tudomanyokban vezetnek a
természeti torvények (matematikai) megformalasihoz.
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Fuggvények

A Fold kozéppontja felé szabadon es6 test sebessége novekszik, azaz, a
szabadon es0 test sebessége az id6 fiiggvénye. Konstans homérsékleten
tartott gaz nyomasa térfogatanak fliggvénye. Az egyszerii inga periddusa
a hosszanak fliggvénye. llyen, és ehhez hasonlé tipust " fliggések”
megfigyelése a fizikdban és a mérnoki tudomanyokban vezetnek a
természeti torvények (matematikai) megformalasihoz.

Két megfigyelt mennyiség kiilonboz6 eszkozokkel mérhetd (pl. érék,
vonalzék, mérlegek, ampermérék, fesziiltségmérdk, stb.); az elsé
mennyiség véltozdsa kdzben a masodik valtozasat megfigyeljik (pl. id6
és adott id6 alatt megtett (t). Az elsét fiiggetlen valtozénak nevezziik,
mig a masodikat fligg6 valtozdnak, a tobbi feltételt dltaldban
konstansnak tekintjiik egy egyszer(ibb modellben.
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megfigyelése a fizikdban és a mérnoki tudomanyokban vezetnek a
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Két megfigyelt mennyiség kiilonboz6 eszkozokkel mérhetd (pl. érék,
vonalzék, mérlegek, ampermérék, fesziiltségmérdk, stb.); az elsé
mennyiség véltozdsa kdzben a masodik valtozasat megfigyeljik (pl. id6
és adott id6 alatt megtett (t). Az elsét fiiggetlen valtozénak nevezziik,
mig a masodikat fligg6 valtozdnak, a tobbi feltételt dltaldban
konstansnak tekintjiik egy egyszer(ibb modellben.

A megfigyelt kapcsolatot, adatokat tablazatba foglalhatjuk, vagy pedig
abrazolhatjuk koordindta rendszerben. Az természeti jelenségek ilyetén
megfigyelése és dbrazolasa lehetbséget ad matematikai modellezésiikre.
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Fuggvények

Példa
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Fuggvények

A matematikai modell el6nyei

valtozata.

@ Rovidebb, és gyakran vildgosabb, egyszeriibb, mint a szavakkal leirt
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Fluggvények

A matematikai modell el6nyei

@ Rovidebb, és gyakran vildgosabb, egyszeriibb, mint a szavakkal leirt
véltozata.

o Nem félreérthetd, egzakt. A megfigyelt mennyiségek kozotti
kapcsolatok ilyen mddon valé leirasa kizarja félreértés lehetGségét.
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Fluggvények
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Példa

Tekintsuink egy rugdt, amely az egyik oldaldn rogzitett a masikon pedig
kifeszitjik. Ennek eredménye egy, a nyljtassal ellentétes irdnyd, a rugd
végének elmozduldsat gatld er6 létrejotte. A mérendd mennyiségek::
elmozdulds x méterben (m) kifejezve; er6 F Newtonban (N) kifejezve.
Az elmozdulas x tobb értékére végezhetiink méréseket, igy szamparok
egy sorozatat kapjuk melyek elsé koordindtdja megfelel x-nek a mésodik
pedig F-nek.
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Flggvények

Példa (folytatas)

A kapott pdrokat az aldbbi tdblazatba foglaltuk. Az erd irdnya ellentétes
az elmozduldséval, ezért negativ szamokat kapunk.

Az x altal felvehets értékek Osszessége az értelmezési tartomany, az F
altal felvehet6 értékek halmaza pedig az értékkészlet.

A kapott parokat koordinata rendszerben dbrazoljuk, majd a kapott
pontokat osszekotjiik, igy x kozbiilsé értékei esetén becslést kapunk F
megfeleld értékére.
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Fluggvények

Példa (folytatas)

A kapott pdrokat az aldbbi tdblazatba foglaltuk. Az erd irdnya ellentétes
az elmozduldséval, ezért negativ szamokat kapunk.

Az x altal felvehets értékek Osszessége az értelmezési tartomany, az F
altal felvehet6 értékek halmaza pedig az értékkészlet.

A kapott parokat koordinata rendszerben dbrazoljuk, majd a kapott
pontokat osszekotjiik, igy x kozbiilsé értékei esetén becslést kapunk F
megfeleld értékére.

X(m)

Elmozdulds (m)  Eré (N)

0.0 0.0 B
0.1 1.2 !
0.2 2.4 .
0.3 -3.6 =
0.4 -4.8
0.5 -6.0 .
0.6 7.2

Az elmozdulas x, illetve az eré F kozotti osszefiiggés képlettel is megadhatd, amely
jelen esetben a kovetkezd:
F=—ax, ahol a=12N/m.
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Flggvények

Adott x-et behelyettesitve a képletben, a neki megfelelé F-et kapjuk,
azaz, az adott idében a rugd végén hatd erd eldjeles nagysagat. Vegyiik
észre, hogy minden x értékhez pontosan egy F érték tartozik. A
fenti formula igy egyértelmi.
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Adott x-et behelyettesitve a képletben, a neki megfelelé F-et kapjuk,
azaz, az adott idében a rugd végén hatd erd eldjeles nagysagat. Vegyiik
észre, hogy minden x értékhez pontosan egy F érték tartozik. A
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A matematikai modell alkotdsa soran az Osszetartozd értékparok
jelolésére leggyakrabban az x és y vagy az x és f(x) jeloléseket
haszndljuk, jelen esetben f(x) =y = —ax.

Ha y csak x-tdl fiigg, akkor azt mondjuk, hogy y az x figgvénye, ezt a
kovetkezo jeloléssel fejezziik ki:

y = f(x).

Egy adott fuggvény pontos megadasahoz szikségiink van az x és y dltal
felveheto értékek halmazanak megaddasara is. Az elobbit a fiiggvény
értelmezési tartomanyanak, az utébbit a fliggvény értékkészletének
nevezzik.
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Flggvények

A flggvény fogalmdnak formalis definicidja

Legyen adott a valds szamok halmazanak két részhalmaza. Az els6 az
értelmezési tartomany (hasznéljuk még az x értékek halmaza kifejezést
is), a masodik pedig az értékkészlet (haszniljuk még az f(x) = y értékek
halmaza kifejezést is). Egy valds fiiggvény minden x értékhez pontosan
egy f(x) = y értéket rendel hozza.
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is), a masodik pedig az értékkészlet (haszniljuk még az f(x) = y értékek
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Példak
o y = f(x) =3x2
e y = f(t) = 2t, the independent variable is t instead of x.
@ piecewise defined function

x ifx<O0
= f =
Y (x) {2x otherwise.
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Fluggvények

A flggvény fogalmdnak formalis definicidja

Legyen adott a valds szamok halmazanak két részhalmaza. Az els6 az
értelmezési tartomany (hasznéljuk még az x értékek halmaza kifejezést
is), a masodik pedig az értékkészlet (haszniljuk még az f(x) = y értékek
halmaza kifejezést is). Egy valds fiiggvény minden x értékhez pontosan
egy f(x) = y értéket rendel hozza.

Példak
o y = f(x) =3x2
e y = f(t) = 2t, the independent variable is t instead of x.
@ piecewise defined function

x ifx<O0
= f =
Y (x) {2X otherwise.

Feladat: Hatdrozzuk meg az el6bbi fiiggvények értelmezési tartomdnyat
és értékkészletét!

Burai Pdl Eléadas kovet félidk



Fuggvények

Affin fuggvények
f:R—R, f(x) =ax+ b, ahol a, b € R adottak.

dbra: Affin fliggvény
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Parabola
f:R— R, f(x)=ax?+ bx+c, ahol a,b,c € R, a # 0 adottak.

abra: Parabola
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Polinomok

Legyenek ag, a;,

.,an € R adottak, ahol a, # 0, ekkor az f: R — R,
f(x)=ao+ aix+ -+ apx”
fuggvényt n-edfoki valdés polinomnak nevezziik.

, 3 5
abra: x — % + 35

120
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Trigonometrikus fuggvények

abra: Az arkusz szinusz és az arkusz

abra: A szinusz és a koszinusz fliggvény koszinusz fiiggvény

08 08 04 02 04 06 o8

abra: A tangens fliggvény abra: A kotangens fliggvény

& 5 & &

Burai Pdl Eléadas kovet félidk



Exponencidlis fuggvények

dbra: Az € a 2% és az (%)X fuggvény

&
ox
2%
\\
N\
\
3 25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
]
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Logaritmus fliggvények

abra: A log,(x) a log(x) és a log;,(x) fliggvény

05 %
0 T T T T T T

-

log
log2
log10
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Fuggvénytranszformacié

Legyen f: R — R és K € R\ {0} adott konstans, ekkor

o f(x)+ K gréfja f(x) grafjdnak eltoltja az y tengely mentén K-val;
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Fliggvénytranszformacio

Legyen f: R — R és K € R\ {0} adott konstans, ekkor
o f(x)+ K gréfja f(x) grafjdnak eltoltja az y tengely mentén K-val;
o f(x+ K) grafja f(x) grafjanak eltoltja az x tengely mentén —K-val;

e Kf(x) grafja az f(x) gréfjanak K-szoros nyljtisa az y tengely
mentén;
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Fliggvénytranszformacio

Legyen f: R — R és K € R\ {0} adott konstans, ekkor

o f(x)+ K gréfja f(x) grafjdnak eltoltja az y tengely mentén K-val;
o f(x+ K) grafja f(x) grafjanak eltoltja az x tengely mentén —K-val;

e Kf(x) grafja az f(x) gréfjanak K-szoros nyljtisa az y tengely
mentén;

o f(Kx) grafja az f(x) grafjdnak %—szoros nyljtdsa az x tengely
mentén.
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Fuggvények, Példak

abra: Eltolas abra: Nydjtas

f(x)=y, fliggd va'I(ozé/ _— - f(x)=y, fliggd valtozo

_—

-
_—15 -1 0.5 5 1 15 _
T T T T T T . figgetlen valtozd

x, fiiggetlen valtozé
e -15 -1 - 0.5 1 15
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Fluggvények, Példak

abra:

Eltolds az y tengely mentén

f(x)=y, fliggo valtozo

(x)=x?
f(x)=x2-2 6
f(x)=x2+3
(%) 5
4
3
2
1
, figgetlen yéltozé
15 1 0.5 05 1 15
-1
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abra: Eltolds az x tengely mentén
f(x)=y, fiiggé valtozo
(x)=x?
=02’
9)=(x+1)2 |20
15
10
L L \‘ ~_ __
-3 -2 -1 0 1 2 3

x, fiiggetlen valtoz6
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Fuggvények, Példak

abra: Nydjtas

09=x" f(x)=y, figg® valtozd
f(x)=2x>
(x)=0.5x2 6
f(x)=-x?
sk
ol

fuggetlen valtoz6

-1.5 -1 -05 0. 1 15
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Burai Pél Eléadas kovets félidk



Fluggvények, Feladatok

Abrézoljuk a kovetkezé fliggvényeket!

o f(x) =sinx, g(x) =sin(x — %), h(x) = sin(2x), i(x) = 2sin(x).
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